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Введение
П олученные в классической механике уравнения дви-жения материальных объектов, а также общие тео-ремы динамики позволяют решать многие задачи 
о движении механических систем, исследовать динамику ме-
ханизмов и машин.
Для исследования движения механических систем, ана-
лиза движения реальных объектов можно использовать один 
из принципов механики — принцип Даламбера.
Принцип Даламбера упрощает процесс составления уравне-
ний движения, так как при этом используются простые мето-
ды статики. В этом случае уравнения движения записываются 
в форме уравнений равновесия. Метод кинетостатики, осно-
ванный на принципе Даламбера, широко используется в ди-
намике механизмов при проведении силового расчета и опре-
делении сил взаимодействия звеньев механизма друг на друга.
Метод, позволяющий уравнениям движения придать вид 
уравнений статики, Даламбер изложил в трактате «Динамика», 
вышедшем в свет в 1743 году. Французский ученый Ж. Далам-
бер (1717–1783) — механик и философ, профессор политех-
нической школы и член Парижской академии наук. В тракта-
те ученый решил задачу — записать уравнения движения точки 
и точек системы в форме уравнений равновесия. Еще рань-
ше этот принцип был сформирован и применялся Я. Герман-
ном и Л. Эйлером, которые работали в Петербургской акаде-
мии наук, и получил название «Петербургского принципа». 
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Германн Я. (1678–1733) — швейцарский математик и меха-
ник; Л. Эйлер (1707–1783) — знаменитый математик, астро-
ном и физик. За 30 лет работы в Российской академии наук Эй-
лер создал большое количество работ по математике, механике 
твердого и упругого тела, гидромеханике и небесной механике. 
По установившейся традиции этот принцип механики называ-
ется принципом Даламбера, хотя правильнее его было бы на-
зывать принципом Германна — Эйлера — Даламбера.
В середине XIX века в трактовке принципа было использо-
вано понятие силы инерции материальной точки, что сделало 
его удобным для решения инженерных задач. Новая трактовка 
принципа Даламбера с использованием понятия силы инерции 
и является основой важного метода инженерной механики — 
метода кинетостатики, широко используемого при решении 
инженерных задач.
Рассматриваемое учебное пособие не подменяет литерату-
ру, а дополняет ее. Материал учебного пособия позволяет уста-
новить более тесную связь методов теоретической механики 
со специальными дисциплинами.
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Глава 1. Принцип Даламбера
1.1. Сила инерции материальной точки.  
Приведение сил инерции точек твердого тела к простейшему виду
Р ассмотрим движущуюся материальную точку M  мас-сой m  (рис. 1.1). Пусть a  — ускорение точки в инер-циальной системе отсчета.
Дадим определение. Силой инерции мате-
риальной точки называют силу, равную по мо-






направлена противоположно ускорению. Отметим, что сила 

Ф  
не приложена к движущейся точке.
Рассмотрим движущееся твердое тело, состоящее из n то-




ФS S Sm a= -  ( , , ..., )s n=1 2 .
Добавим к каждой точке силу инерции и получим систему 
сил инерции. Пусть точка C — центр масс твердого тела. С ис-
пользованием метода Пуансо приведем систему сил к центру 
масс, заменяя силой и парой сил, (рис. 1.2, б). Главный вектор 

RФ  и главный момент сил инерции 

MC

















CФ = - , (1.1)
где M  — масса тела; aC  — ускорение центра масс; Kc
 
 — ки-
нетический момент тела относительно центра масс (кг · м 2/с = 
= Н · м · с).







Рассмотрим частные случаи движения тела.
1) Поступательное движение (рис. 1.3).
aCCRФ
Рис. 1.3





R MaФ C= - , 

MC
Ф = 0  – (1.2)
силы инерции приводятся к равнодействующей, приложенной 
в центре масс.
2) Вращение тела вокруг оси, перпендикулярной плоскости 
материальной симметрии.
71.1. Сила инерции материальной точки. Приведение сил инерции точек твердого тела к простейшему виду 















Ф = - e , ( )M JCZ CZФ = e  — (1.3)
силы инерции приводятся к паре сил, расположенной в пло-
скости материальной симметрии.
В выражении (1.3) JCZ  — момент инерции тела относитель-
но оси, проходящей через центр масс (центральной), кг ·м 2; e  — 
угловое ускорение тела, рад/с 2.
б) Ось вращения не проходит через центр масс; приведение 
сил инерции к равнодействующей.
Рассмотрим вращение диска (рис 1.5).
На рис. 1.5, а в качестве центра приведения выбрана точка С; 
h — расстояние центра масс C до оси вращения. При этом со-
ставляющие главного вектора и главного момента имеют зна-
чение
 R hтt eФ = ; R hтnФ = w2 ; С CZМ J
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На рис. 1.5, б в качестве центра приведения выбрана точ-
ка О. Составляющие главного вектора (в силу его инвариант-
ности) имеют то же значение, а главный момент определяется 
относительно центра О.
 R hтt eФ = ; R hтnФ = w2 ; О ОZМ J
mR











где момент инерции относительно оси OZ определяется по те-
ореме Гюйгенса.





На рис. 1.5, в в качестве центра приведения сил инерции вы-


















, OD R= 3
2
.
В этом случае силы инерции приводятся к равнодействую-
щей, приложенной в точке D.
91.2. Принцип Даламбера для точки и механической системы
3) Плоскопараллельное движение, рис. 1.6.
Тело имеет плоскость материальной симметрии и движется 
параллельно этой плоскости. В этом случае силы инерции при-
водятся к силе 



















Ф = - e  ( )M JC CZФ = e .
Отметим, что в этом случае плоскую систему сил инерции 
также можно привести к равнодействующей.
Обратим внимание на то, что при решении задач обычно 
вычисляют модули R MaCФ =  и M JC CZФ = e , a направление сил 
инерции указывают на рисунке.
1.2. Принцип Даламбера для точки и механической системы
Рассмотрим движущуюся точку (рис. 1.7, а) и добавим к точ-
ке силу инерции 


Ф = -ma  (рис. 1.7, б).
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На рис. 1.7 

F  — равнодействующая активных сил; 

N  — рав-
нодействующая реакций связей.
Сформулируем принцип Даламбера для точки: если к дви-
жущейся материальной точке кроме действующих на нее актив-
ных сил и реакций связей добавить силу инерции, то полученная 
система сил будет уравновешенной, и для нее можно составить 
уравнения статики.
Математически принцип Даламбера для точки записывает-
ся в виде
 { , , }
 

F N Ф Ґ0 .






F N+ + =Ф 0 ;
в проекциях на декартовые оси координат
 XS X+ =е Ф 0 ; YS Y+ =е Ф 0 ; ZS Z+ =е Ф 0 ; (1.4)
в проекциях на естественные оси координат
 FS t t+ =е Ф 0 ; FSn n+ =е Ф 0 ; FSb =е 0 . (1.5)
В выражении (1.4) Ф Ф ФX Y Z, ,  — проекции силы инерции 
на декартовые оси; в формуле (1.5) Фt, Фn, Фb — проекции силы 








; Фb = 0 . 
Фt  — касательная сила инерции; Фn  — нормальная или цен-
тробежная сила инерции.
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Для плоской сил имеем два уравнения статики: XS X+ =е Ф 0 ; 
YS Y+ =е Ф 0  и соответственно FS t t+ =е Ф 0 , FSn n+ =е Ф 0 .
Принцип Даламбера для механической системы состоит 
в следующем.














Рассмотрим движущуюся механическую систему, состоящую 
из n точек (рис. 1.8, а), и покажем силы, приложенные к каж-
дой точке. Здесь 

FS  — равнодействующая активных сил; 

NS  — 
равнодействующая реакций связей (s = 1, 2, …, n). К каждой 
точке системы добавим силу инерции 


ФS S Sm a= -  (рис. 1.8, б).
Сформулируем принцип Даламбера для механической си-
стемы:
если к каждой точке движущейся механической системы в лю-
бой момент времени кроме действующих на нее активных сил 
и реакций связей добавить силу инерции, то полученная система 
сил будет уравновешенной, и к ней можно применять все уравне-
ния статики.




F NS S S+ + =Ф 0  ( , , ..., )s n=1 2 .
В статике показано, что для уравновешенной системы сил 
главный вектор и главный момент относительно произвольно-
го центра равны нулю ( , )
 
R M= =0 00 . Поэтому для движущейся 
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механической системы уравнения статики (уравнения равно-
весия в векторной форме) записываются следующим образом:
 
  











R R RF N, , Ф  — главные векторы активных сил, реакций свя-
зей и сил инерции (главный вектор внутренних сил равен нулю 








Ф  — главные моменты активных сил, реак-
ции связей и сил инерции относительно произвольного центра 
(главный момент внутренних сил относительного произволь-
ного центра равен нулю, 

M i = 0 ).
Уравнение статики в скалярной форме:
— для плоской системы сил
XS SX+ =ее Ф 0; YS SY+ =ее Ф 0; m m S0 0 0+ =ее ( )

Ф ;  (1.6)
— для произвольной системы сил
 XS SX+ =ее Ф 0 ; m mX X S+ =ее ( )

Ф 0 ;
 YS SY+ =ее Ф 0 ; m mY Y S+ =ее ( )

Ф 0 ;  (1.7)
 ZS SZ+ =ее Ф 0 ; m mZ Z S+ =ее ( )

Ф 0 .
Отметим, что в уравнения проекций входят активные силы, 
реакции связей и силы инерции. Аналогично этому в уравне-
ния моментов (относительно центра и осей) входят активные 
силы, реакций связей и силы инерции.
Уравнения равновесия (1.6), (1.7) можно составлять как в це-
лом для механической системы, так и для любой ее части, при-
меняя метод расчленения системы.
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1.2. Принцип Даламбера для точки и механической системы
Пусть рассматривается движение одного тела под действи-










В таком случае силы инерции приведены к простейшему 
виду, и в уравнениях равновесия XS =е 0 , YS =е 0 , m0 0=е  
используются вычисленные значения главного вектора и глав-
ного момента сил инерции.
Рассмотрим использование принципа Даламбера для состав-
ления дифференциальных уравнений движения твердого тела.
Поступательное движение
Приведение сил инерции к поступательному виду показано 
на рис. 1.3. Принцип Даламбера (уравнения статики) имеет вид
 F N RSX SX X+ + =ее Ф 0;
 F N RSY SY Y+ + =ее Ф 0;  (1.8)
 F N RSZ SZ Z+ + =ее Ф 0,
R R RX Y Z
Ф Ф Ф, ,  — проекции равнодействующей сил инерции на оси 
координат.
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Уравнения (1.8) представляют собой дифференциальные 
уравнения поступательного движения, записанные в особой 
форме — форме уравнений равновесия.
Вращение тела вокруг оси, перпендикулярной плоскости 
материальной симметрии
Ось вращения проходит через центр масс (см. рис. 1.4). Урав-
нение для суммы моментов относительно оси Z имеет вид
 m F MZ S CZ( )

+ =е Ф 0 . (1.9)
Отметим, что момент опорных реакций относительно оси 
вращения равен нулю и опорные реакции не входят в уравне-
ние (1.9).
Уравнение (1.9) с учетом M JCZ ZФ = - e  представляет собой 
дифференциальное уравнение вращения тела вокруг оси, за-
писанное в форме уравнения равновесия.
Ось вращения не проходит через центр масс (см. рис. 1.5), 
и уравнение моментов относительно оси Z имеет вид:
а) m F M m RZ S CZ Z( ) ( )
 
+ + =е Ф Фt 0 ;  (1.10)
б) m F MZ S Z( )

+ =е 0 0Ф ;   (1.11)
в) m F m RZ S Z( ) ( )
 
+ =е tФ 0 ,   (1.12)
причем равнодействующая сил инерции приложена в точке D.
Плоскопараллельное движение
Приведение сил инерции к простейшему виду показано 
на рис. 1.6. Принцип Даламбера (уравнения статики) записы-
вается следующим образом:
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F N RSX SX X+ + =ее Ф 0;
F N RSY SY Y+ + =ее Ф 0;   (1.13)
m F m N MCZ S CZ S CZ( ) ( )
 
+ + =ее Ф 0 .
Уравнения (1.13) представляют собой дифференциальные 
уравнения плоскопараллельного движения, также записанные 
в особой форме — уравнений равновесия. Следует подчеркнуть, 
в уравнения (1.8)–(1.13) не входят внутренние силы.
При решении задач с помощью принципа Даламбера мож-
но рекомендовать следующий план действий:
1) выбрать движущийся объект (точка, механическая систе-
ма) и изобразить его в произвольном положении;
2) показать активные силы и реакции связей (для механи-
ческой системы — внешние силы);
3) добавить ко всем точкам силы инерции, приводя их к про-
стейшему виду с учетом характера движения тел, входя-
щих в систему. Записать модули сил инерции, указав на-
правления на рисунке;
4) составить уравнения равновесия для всей системы или ее 
части и найти неизвестные величины.
1.3. Примеры использования принципа Даламбера
Пример 1. Принцип Даламбера для точки — конический ма-
ятник.
Материальная точка весом G прикреплена к неподвижной 
точке О нитью длиной l. Точка вращается по горизонтальной 
траектории радиусом r с постоянной скоростью V так, что нить 
описывает конус высотой h l r= -2 2  (рис. 1.10). Определить 
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3) сила инерции Ф = = =ma ma mV
rn
2
 при равномерном дви-
жении точки по окружности;
4) принцип Даламбера G N
  






















Такая система представляет конический маятник. Его пери-
од — время, необходимое на один полный оборот, 
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p .  Для малых углов a  получим h l» , тогда пери-
од конического маятника будет таким же, как и для простого 
маятника.
Пример 2. Качение цилиндра без скольжения.
Однородный цилиндр скатывается по наклонной плоско-
сти без скольжения (рис. 1.11, а). Определить ускорение цен-
тра цилиндра, силу трения и наименьший коэффициент тре-
ния скольжения цилиндра о плоскость, при котором возможно 
качение без скольжения.


















G R, ,a .
Определить: a F fC Т, , min .
Решение:
Приведем кинематический анализ: цилиндр совершает пло-
ское движение, точка P — мгновенный центр скоростей,











1) Цилиндр в произвольном положении (рис. 1.11, б);
2) внешние силы (активные и реакции связей) 
  
G N FТ, , . При 
качении без скольжения сила трения удовлетворяет усло-
вию F fNТ Ј  и является неизвестной величиной;
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3) силы инерции, приведенные к простейшему виду при пло-
ском движении, 
 ФС C Cma
G
g





















4) уравнения равновесия для плоской системы сил:
 XS =е 0 ; G F Gg aT Csina- - = 0 ;  (1.14)
 YS =е 0 ; - + =G Ncosa 0 ;
 mc =е 0 ; F R MT C- =Ф 0
или





0 .  (1.15)
Из уравнений (1.14) и (1.15) находим ускорение центра ци-
линдра и силу трения скольжения a gC =
2
3




Учитывая условие для силы трения скольжения F fNT Ј , 
подставляя найденные значения FT  и N , получим 
1
3
G fGsin cosa aЈ  или fmin tg=
1
3
a . Если коэффициент трения 
скольжения будет меньше этой величины, то цилиндр будет ка-
титься с проскальзыванием. В этом случае v RC № w , 
F F fN fT = = =max cosa , где f  — коэффициент трения сколь-
жения.
Из уравнения (1.14) находим ускорение центра цилиндра
19
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 G
g
a G fC = -(sin cos )a a , откуда a g fC = -(sin cos )a a ;






0e  находим угловое ускорение 
цилиндра при качении с проскальзыванием e a= 2 fg
R
cos .
Учтем сопротивление качению, которое возникает при ска-
тывании цилиндра по наклонной плоскости без скольжения.
Пусть коэффициент трения качения равен k. В этом случае 
к действующим на цилиндр силам 
  
G F NT, ,  добавим пару тре-













Уравнения равновесия примут вид:
 XS =е 0 ; G F Gg aT Csina- - = 0 ;  (1.16)
 YS =е 0 ; - + =G Ncosa 0 ;
 mC =е 0 ; F R M mT C T- - =Ф 0
или
20
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 F R G
g
Ra kNT C- - =
1
2
0 .  (1.17)
Из уравнений (1.16) и (1.17), учитывая, что m kGT = cosa , 
находим ускорения центра цилиндра










sin cosa a .
Из уравнения (1.17) находим силу трения скольжения











sin cosa a .
Учитывая, что качение проходит без проскальзывания, 














P. S. Читателю предлагается оценить влияние трения каче-
ния (коэффициента k) на найденные величины, учитывая, что 
среднее значение коэффициента k находится в пределах 
0 05 0 001. . см  смЈ Јk .
Пример 3. Груз массой m2, поднимающийся с помощью ка-
ната, наматываемого на сплошной цилиндрический вал мас-









1.3. Примеры использования принципа Даламбера
На вал действует постоянный вращающий момент М вр . Пре-
небрегая сопротивлением и весом каната, определить угловое 
ускорение вала, натяжение каната и реакции подшипника.
Вал вращается вокруг неподвижной оси; груз, который за-
меняем материальной точкой, движется прямолинейно. Если 
w1  — угловая скорость вала, то скорость груза V R2 1= w . Анало-
гично этому связаны ускорения a R2 1= e .
Решение:
1) система: вал, канат, груз (рис. 1.14);
Ф



















2) внешние силы (активные и реакции связей): 
   
P P M N N1 2 1 2, , , ,вр
   
P P M N N1 2 1 2, , , ,вр . Натяжение каната будет внутренней силой для 
системы;
3) добавляемые силы инерции: для груза Ф2 2 2 2 1= =m a m Re ; 
для вала, вращающегося вокруг оси, проходящей через 
центр масс перпендикулярно плоскости материальной 
симметрии, момент сил инерции
 M I m RZ0 1 1 1
2
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 Силы инерции точек каната равны нулю, т. к. массой ка-
нала пренебрегаем;
4) уравнения равновесия для плоской системы сил:
 XS =е 0 ; N1 0= ;
 YS =е 0 ; - - + - =P P N1 2 2 2 0Ф ;
 m0 0=е ; M P R M Rвр Ф Ф- - - =2 0 2 0 .














вр ; N1 0= ; N m m g m R2 1 2 2 1= + +( ) e .
Для определения натяжения каната расчленим систему 













На груз действуют силы 

P  и 

N3 . Ускорение груза направ-
лено вверх. Добавленная сила инерции Ф2 2 2 2 1= =m a m Re  на-
правлена вниз.
Уравнение равновесия
 YS =е 0 ; - + - =P N2 3 2 0Ф ; N m g R3 2 1= +( )e .
23
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Эту задачу можно было решить другими способами: угловое 
ускорение e1  найти с помощью теоремы об изменении кине-
тического момента или теоремы об изменении кинетической 
энергии, опорные реакции N1  и N 2  — с помощью теоремы 
о движении центра масс системы, N3  — с помощью второго 
закона Ньютона. Принцип Даламбера дает единый метод со-
ставления уравнений движения любой механической системы. 
В этом заключается достоинство данного метода.
Пример 4. Однородный круглый диск массой m и радиусом R, 
вращающийся вокруг вертикальной оси под действием пары 











Центр тяжести диска отстоит от оси вращения на расстоя-
нии OC = a. Определить угловое ускорение диска, реакции под-
шипника B и подпятника A, если OB = 2h, OA = h.
Решение:
1) диск с осью (рис. 1.17);
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2) внешние силы: 











В2  (система коор-
динат и опорные точки реакции связаны с вращающим-
ся диском);
3) силы инерции, приведенные к центру масс: касательная 
составляющая главного вектора сил инерции Фс mat e= ; 
нормальная составляющая главного вектора сил инерции 
Фс
n ma= w2 ; главный момент сил инерции относительно 




4) уравнения равновесия для произвольной системы сил:
 XSе = 0 ; A B c1 1 0+ + =Фt ;
 YSе = 0 ; A B cn2 2 0+ + =Ф ;
 ZSе = 0 ; A mg3 0- = ;
 mxе = 0 ; - + - =mga A h B h2 22 0 ;
25
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 myе = 0 ; - + =A h B h1 12 0 ;
 mzе = 0 ; M M ac свр Ф Ф- - =t 0 .




































Пример 5. Тонкий однородный стержень OA массой m и дли-
ной L вращается вокруг вертикальной оси с постоянной угло-
вой скоростью w.
Определить реакцию шарнира и силу упругости пружины, 





В данной задаче основное внимание следует обратить на при-
ведение сил инерции точек стержня к простейшему виду, учи-
26
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тывая, что масса стержня равномерно распределена по всей 



























Направим вдоль стержня ось z и выделим элементарный уча-




dz= . При равномерном вращении стержня ускорение вы-
деленного элемента равно нормальной составляющей 




z dzФ = sinaw2 .
Нетрудно видеть, что ускорение точек стержня распределены 
по линейному закону, а силы инерции, приложенные к точкам 
стержня, представляют систему параллельных сил. Эта система 
сил имеет равнодействующую, равную их сумме.
Выполняя предельный переход, устремляя длину каждого 
элемента к нулю, а их число к бесконечности, получаем значе-
ние равнодействующей сил инерции










sin sinaw aw .
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2sinaw  и равнодействующая равна главному вектору сил 
инерции.
Для определения точки приложения равнодействующей сил 
инерции воспользуется теоремой Вариньона о моменте равно-
действующей относительно точки O.
 Ф Фh d z= т cosa ,  (1.18)
где в левой части записан момент равнодействующей относи-
тельно точки O, а в правой части — сумма моментов элемен-
тарных сил инерции относительно этой же точки. Подставляя 












2 2sin sinaw aw= т ,
отсюда h = 2
3
cosa , т. е. равнодействующая приложена в точке D 
на расстоянии 2
3
l  от точки O.
Дальнейшее решение задачи выполняется по рекомендо-
ванному плану:
1) система: стержень OA (рис. 1.20);
2) внешние силы: 
   
P F O O, , ,упр 1 2 ;
3) сила инерции Ф, приложенная в точке D,




2sinaw ;h = 2
3
cosa ;
4) уравнения равновесия для плоской системы сил:
 XSе = 0 ; - + + =F Oупр Ф1 0 ;
28
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 YSе = 0 ; - + =P O2 0 ;
 m0 0е = ; - + - =P l F l l2
2
3


























Из уравнения (1.19) находим силу упругости:


























Составляющие реакции в точке О















a , O mg2 = .
Рассмотренные примеры свидетельствуют о том, что с помо-
щью принципа Даламбера наиболее просто решаются те зада-
чи, в которых нужно найти либо реакции связей, либо ускоре-
ния движущихся точек и тел. Большая практическая ценность 
принципа Даламбера, или метода кинестатики, заключается 
в том, что, пользуясь силами инерции, можно придать уравне-
29
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ниям динамики форму уравнений статики, что позволяет ис-
пользовать при решении динамических задач простые мето-
ды статики.
Пример 6. Подъемный механизм (рис. 1.21). К рукоятке дли-
ной b приложена сила F, приводящая в движение барабан 1 мас-
сой m1  и радиусом R1 . Движение от барабана 1 передается ба-
рабану 2 массой m2 . На барабан 2 намотан канат, к которому 
прикреплен груз 3 массой m3 .






























1) тело 1 совершает вращательное движение (рис. 1.22, а).
 Момент пары сил инерции










Ф = = =e .
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Уравнение равновесия
 Sm0 0= ; - + + =Fb N R M1 1 1 0Ф .








0 ;  (1.20)

































 Момент пары сил инерции:










Ф = = Ч =e ;
 m01 0=е ; N R N R M11 2 5 2 2 0- - =Ф .
 N N m a1 5 2 32
0- - = ;  (1.21)





 Ф3 3 3=m a .
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Уравнение равновесия
 YS =е 0 ; - + - =P N Ф3 51 3 0 ;
 - + - =m g N m a3 5 3 3 0 .  (1.22)
Из уравнений (1.20)–(1.22) находим ускорение груза а3  и ре-





























 N N m a F b
R
m a m a F
b
R
m m a5 1
2 3
1









= - = - - = - +( ) .
Пример 7. Груз 1 массой m1 , подвешенный к системе бло-
ков (рис. 1.23).
Считая блоки однородными дисками массой m2 и m3 , опре-


























A ; V CP VC = =w3 12 .
1) тело 1 совершает поступательное движение (рис. 1.24, а)
 YS =е 0 ; P N1 1 1 0- - =Ф ; Ф1 1 1=m a .
 P N m a1 1 1 1 0- - = ;  (1.23)


























2) тело 2 совершает вращательное движение N N1 1' =  
(рис. 1.24, б)










Ф = = =e ;
 XS =е 0 ; N3 0= ;
 YS =е 0 ; - - - + =P N N N2 1 2 4 0' ; - - - + =m g N N N2 1 2 4 0 ;
 m0 0=е ; N r N r M'1 2 2 2 0 0- - =Ф ;
 N N m a1 2 2 12
0- - = ; (1.24)
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3) тело 3 совершает плоское движение N N'2 2=  (рис. 1.24, в)

















 XS єе 0 .
 YS =е 0 ; - + + - =P N N ФC3 2 5 0' ;
 - + + - =m g N N m a3 2 5 3 12
0 ;  (1.25)
 mC =е 0 ; - + + =N r N r MC'2 3 5 3 0Ф ;
 - + + =N N m a2 5 3 14
0 .  (1.26)
Решая (1.23)–(1.26), находим ускорение груза










Из приведенных уравнений равновесия определяем дина-
мические реакции:
 N m g a1 1 1= -( ) ;
 N m g m m a2 1 1 2 1
1
2
2= - +( ) ;
 N m g m m m a5 1 1 2 3 1
1
4
4 2= - + +( ) ;
 N m g N N4 2 1 2= + + .
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В замечании отметим достоинства принципа Даламбера:
1) принцип представляет единый метод составления урав-
нений движения всех движущихся тел;




Глава 2. Случаи применения  
принципа Даламбера
2.1. Динамические реакции подшипников  
при вращении тела вокруг неподвижной оси
З адача определения реакций подшипников вращающе-гося тела является одной из важных инженерных задач. В современных машинах угловые скорости вращаю-
щихся частей бывают значительными, динамические реакции, 
зависящие от них, могут быть очень большими, во много раз 
больше статических. Это вызывает значительную перегрузку 
подшипников, сокращение срока их службы, колебания фун-
даментов, нередко приводит к аварийным ситуациям. Для ре-
шения задач по определению реакций подшипников в инже-
нерной практике используют принцип Даламбера.
Рассмотрим твердое тело, вращающееся вокруг вертикаль-
ной оси под действием сил F F F n
  
1 2, ,..., , (рис. 2.1). Будем опре-
делять реакции подпятника A и подшипника B, разложив их 
на составляющие. Оси координат жестко свяжем с вращаю-
щимся телом. Расстояние от начала координат до точек A и B 
обозначим a и b.
Согласно принципу Даламбера добавим к каждой точке тела 
силу инерции, тогда совокупность заданных сил, реакций свя-
зей и сил инерции всех точек удовлетворяет уравнениям статики.
 X Y Z m m mS S S x y z= = = = = =е е е е е е0 0 0 0 0 0; ; ; ; ; .
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Вычисляя проекции сил и моменты относительно осей, по-
лучаем систему уравнений для определения опорных реакций.
 X A B Mx MyS C C+ + + + =е 1 1 2 0w e ;   (2.1)
 Y A B My MxS C C+ + + - =е 2 2 2 0w e ;   (2.2)
 Z AS + =е 3 0;   (2.3)
 m F A a B b J Jx s yz zx( ) ;

+ + - + =е 2 2 2 0w e   (2.4)
 m F A a B b J Jy s zx yz( ) ;

- + + + =е 1 1 2 0w e   (2.5)
 m F Jz S z( ) .

- =е e 0   (2.6)
Последнее уравнение есть дифференциальное уравнение 
вращательного движения тела вокруг неподвижной оси Oz. 
Из остальных пяти уравнений находят динамические реакции 
опор.
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В уравнениях (2.1)–(2.6) M — масса тела; x yC C,  — коорди-
наты центра масс в рассматриваемой системе координат; Jz — 
момент инерции тела относительно оси z,
 J m hz S S=е 2 ;
Jyz, Jzx — центробежные моменты инерции тела (их определение 
изложено в учебниках по теоретической механике),
 J m y z J m z xyz S S S zx S S S= =е е; .
Опорные реакции имеют статические составляющие, опре-
деляемые внешними силами, и динамические составляющие, 
определяемые силами инерции (обведенные рамками). Дина-
мические составляющие опорных реакций равны нулю при вы-
полнении следующих условий:
 x yC C= =0 0, ;  (2.7)
 J Jyz zx= =0 0, .  (2.8)
Из условий следует, что центр масс тела находится на оси 
вращения (формула (2.7)); ось вращения есть главная ось инер-
ции тела для точки O (формула (2.8)). Следовательно, в случае 
вращения твердого тела вокруг неподвижной оси динамические 
составляющие будут равны нулю, если эта ось — главная цен-
тральная ось инерции тела. Говорят, что в таком случае силы 
инерции точек тела уравновешиваются, а само вращающееся 
тело уравновешено.
Если вращающееся тело не уравновешено, то в технике при-
меняют различные способы балансировки на специальных 
станках для того, чтобы уравновесить силы инерции точек тела. 
Способы уравновешивания сил инерции вращающихся тел из-
лагаются в курсе теории механизмов и машин.
Рассмотрим некоторые случаи неуравновешенности.
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Случай 1. Центр масс тела не лежит на оси вращения, но тело 
имеет плоскость материальной симметрии, перпендикулярную 

















Возьмем оси координат Ox и Oy в плоскости симметрии тела, 
в этой плоскости находится и центр масс тела. Покажем на ри-
сунке лишь динамические составляющие реакций (статиче-
ские составляющие, определяемые внешними силами, не учи-
тываем).
Поскольку ось Oz — главная ось инерции тела для точки O, 
то J Jxz yz= =0 0, .






A1 1 2 2
дин дин дин дин= =, .
Случай 2. Центр масс лежит на оси вращения, но эта ось 
не является главной осью инерции тела (рис. 2.3).
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Поскольку x yC C= = 0 , то первые два уравнения системы об-
ращаются в следующие:
 A B1 1 0дин дин+ = ,
 A B2 2 0дин дин+ = ,
таким образом, составляющие динамических реакций равны 
по модулю и направлены в противоположные стороны, поэто-
му и полные реакции в опорах A и B составляют пару с алгебра-
ическим моментом, равным A a bдин( )+ .
Модуль A A Aдин дин дин= +( ) ( )1 2 2 2 .












- +( )e w .
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Момент реактивной пары M A B J Jxz yz( , )дин дин = + +e w2 4 2 2 .
В рассматриваемом случае тело статически уравновешено; 
имеющуюся неуравновешенность называют динамической 
неуравновешенностью. Динамическую неуравновешенность 
нельзя обнаружить при помощи статических испытаний, она 
обнаруживается на специальных стендах и устраняется в тех-
нике приемами, описываемыми в курсе теории машин и ме-
ханизмов.
Если центр масс тела не находится на оси вращения и тело 
не имеет плоскости материальной симметрии, то динамические 
реакции находятся при помощи общих уравнений.
Нужно заметить, что часто при решении конкретных задач 
на определение динамических реакций пользуются не уравне-
ниями, а применяют принцип Даламбера.
Пример 1. Центр масс маховика, вес которого P, находит-
ся на расстоянии e от горизонтальной оси вращения. Махо-
вик вращается с угловой скоростью n (об/мин). Маховик имеет 
плоскость симметрии, перпендикулярную оси вращения. Рас-
стояния от подшипников A и B до плоскости симметрии рав-
ны между собой и равны a. Определить динамические состав-














2.1. Динамические реакции подшипников при вращении тела вокруг неподвижной оси 
Имеем случай статической неуравновешенности. Взяв точ-
ку O пересечения оси вращения с плоскостью симметрии за на-
чало координат системы, жестко скрепленной с маховиком, 
и выбрав оси, как показано на рисунке, получим
 x y e J Jc c xz yz= = = =0 0 0, , , .
Уравнения для определения реакций имеют вид:
 A B1 1 0дин дин+ = ,
 A B Me2 2 2 0дин дин+ + =w ,
 A a B a2 2 0дин дин- = ,
 A a B a1 1 0дин дин- = .
Решая эти уравнения, получим
 A B1 1 0дин дин= = ,




дин дин= = - = -
w p .





 и, как нетрудно увидеть, непрерывно изменяющи-
мися по направлению в плоскости, перпендикулярной оси вра-
щения.
Пусть P = 50 кН, e = 0.5 мм, n = 3600 об/мин. Произве-
дя вычисления, найдем для динамических реакции значения 
A B2 2 181
дин дин кН= = , что превышает статические более чем 
в семь раз.
Пример 2. Маховик малой толщиной, который можно при-
нять за тонкий однородный диск, вращается с постоянной 
42
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угловой скоростью n (об/мин) вокруг горизонтальной оси, 
проходящей через центр масс маховика и образующей угол φ 
с плоскостью маховика (рис. 2.5). Вес маховика P, его радиус R. 
Расстояния между подшипниками и центром маховика одина-














Рассмотрим случай динамической неуравновешенности. Вы-
берем оси координат C C Cx y z, , , как показано на рисунке. В та-
ком случае координаты центра масс маховика x y zc c c= = = 0 ; 
поскольку маховик вращается равномерно, то ε = 0. Ось Cx  есть 
ось симметрии маховика, поэтому J zx = 0 .
Система уравнений для определения динамических состав-
ляющих опорных реакций примет следующий вид:
 A B1 1 0+ = ;
 A B2 2 0+ = ;
 A a B a J yz2 2 2 0- + =w ;
 - + =A a B a1 1 0 .
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2sin j . Решая полученную систему, находим
 A B1 1 0= = ;





2= - = - w jsin .
Опорные реакции в случае неуравновешенности образуют 
пару сил. Пусть P = 20 Н, R = 20 см; n = 12000 об/мин; φ = 
= 0,04 рад; a = 50 см. В итоге модуль динамических составляю-
щих опорных реакций A B2 2 1280= = Н , что превышает значе-
ние статистических составляющих реакций в 128 раз.
2.2. Анализ движения механической системы  
с двумя степенями свободы
Являясь универсальным методом решения инженерных за-
дач, принцип Даламбера может быть использован для анализа 
движения механических систем с несколькими степенями сво-
боды, например для анализа движения системы с двумя степе-
нями свободы. Покажем это на примере.
Пример 1. Призма 2 массой m2  скользит по гладкой боковой 
грани призмы 1 массой m1 , образующей угол a  с горизонтом 
(рис. 2.6). Определить ускорение призмы 1, пренебрегая трени-
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Рассматриваемая механическая система имеет две степени 
свободы, так как положение точек системы определяется двумя 
независимыми координатами х1  и х2  (рис. 2.7). Движение при-
змы 2 является сложным. Относительное движение призмы 2 
определяется координатой х2 , которая является относительной 
(рис. 2.7). Переносным движением будет движение призмы 1, 
положение которой определяется координатой х1 . С учетом 
выбранных координат имеем ускорение призмы 1 a xe = 1 ; пе-
реносное ускорение призмы 2 a a xe = =1 1 ; относительное уско-
рение призмы 2 a xr = 2 . Отметим, что относительное и пере-











Расчленим систему на отдельные тела, покажем для каждо-
го тела активные силы, реакции связей и силы инерции, при-
веденные к простейшему виду, (рис. 2.8).
















2.2. Анализ движения механической системы с двумя степенями свободы 
Модули сил инерций, показанные на рис. 2.8,
 Фe m a2 2 1= ;Фr rm a2 2= ;Фe m a1 1 1= .
Применяя принцип Даламбера для призмы 2 (рис. 2.8, а), 
получаем
 XS =е 0 ;m g m a m ar2 2 1 2 0sin cosa a+ - = ;  (2.9)
 YS =е 0 ; - + + =m g N m a2 2 2 1 0cos sina a ;  (2.10)
Принцип Даламбера для призмы 1 (рис. 2.8, б):
 XS =е 0 ; - + =N m a2 1 1 0sina .  (2.11)
Решая систему уравнений (2.9)–(2.11), находим ускорение 
призмы 1:














Пример 2. Груз 1 массой m1  с помощью нити приводит 
в движение каток 2 массой m2  (однородный сплошной диск) 
(рис. 2.9). Нить движется по гладкой поверхности, проскаль-







Глава 2. Случаи применения принципа Даламбера 
Рассматриваемая система имеет две степени свободы, поло-
жение точек системы определяется двумя независимыми коор-
динатами х1  и х2  (рис. 2.10). Движение катка по нити (относи-
тельное) определяется координатой х2 , движение нити (груза 1, 














(1 — груз; 2 — каток)
Приведем кинематические соотношения:




Расчленим систему на отдельные тела (каток 1, груз 2), доба-
вим силы инерции, приводя их к простейшему виду, и приме-
ним принцип Даламбера для каждого из тел (рис. 2.11).
Модули сил инерции:
 Ф1 1 1=m a ;Фe m a= 2 1 ;Фr rm a= 2 ;











2.2. Анализ движения механической системы с двумя степенями свободы 





















Принцип Даламбера для тела 1 (рис. 2.11, а)
 YS =е 0 ; P N m a1 1 1 1 0- - = .  (2.12)
Принцип Даламбера для тела 2 (рис. 2.11, б)
 XS =е 0 ; N m a m ar1 2 2 1 0+ - = ;  (2.13)





0 .  (2.14)
Решая уравнения (2.12)–(2.14), находим ускорение груза 1









Замечание. Подчеркивая универсальность принципа Да-
ламбера, его важность при проведении многочисленных инже-
нерных расчетов, отметим, что для решения примеров 1, 2 наи-
более эффективно применение другого аппарата теоретической 
механики — уравнений Лагранжа II рода.
48
 
Глава 3. Динамический анализ движения 
реальных объектов — инженерные задачи
3.1. Движение автомобиля
В качестве примера использования принципа Даламбе-ра рассмотрим движение автомобиля с передними ве-дущими колесами. Определим ускорение автомобиля 
(кузова) и значение коэффициентов трения, при которых ка-
чение колес проходит без скольжения.
























Кузов совершает поступательное движение Ф1 1=m aC ; коле-
со — плоское движение
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2 2 2 2 2
2Ф = =e r ,
где m m1 2,  — масса кузова и колеса; aC  — ускорение кузова; 
r2  — радиус инерции колеса; r  — радиус колеса.
Уравнение движения кузова и колес
 2 2 4 01 2 1 2F F R m a m aC C- - - - = ,
 2 2 01 2F F R MaC- - - = ,  (3.1)
где R  — сила сопротивления (полагаем постоянной); M  — 
масса всего автомобиля.
Уравнения вращательного движения ведущего и ведомого 
колес




2 0+ - + =тр дв r ;  (3.2)




2 0тр r .  (3.3)
Решая уравнения (3.1)–(3.3), получаем выражение для уско-
рения и значения сил трения при качении без скольжения


















r дв тр ,  (3.4)
где M дв  — момент двигателя; M тр  — момент трения.
Силы трения находятся из выражений (3.2), (3.3).
Чтобы определить отсутствие проскальзывания, вычислим 
нормальные реакции N N1 2, .
 mA =е 0 : 
 - - + + + + + + + =Pb P b c N b c Rh d r m a
r
C
1 2 1 1 2 2 2
22 2 4 4 0( ) ( ) Ф Ф r ;
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r ;  (3.5)
 mB =е 0 :
 - + + + + + + + + =2 2 4 4 02 2 1 1 2 2 2
2
2
N b c P b c Pc Rh d r m
r









































r .  (3.6)










получаем условия, при которых качение колес проходит без 
скольжения.
Пример. Рассмотрим движение автомобиля «Тойота-Кам-
ри 2011 модификации 2.5» при следующих значениях исход-
ных данных:
M дв Н м= Ч224 ; M тр Н м= Ч5 , R =100Н , 
ведущие колеса передние, 
M =1985кг  ( )P =19453Н ; m1 1965= кг  (P1 19257= Н); 
m2 20= кг  (P2 196= Н); b = 2 8, м ; с = 2 0, м ; d = 0 7, м ; 
h =1 2, м ; r = 0 2, м ; r2 0 14= , м .
Выражение для ускорения (3.4):
















































ч Ч =, ,
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0 7 2 20 1
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Ч
+

























Отсутствие проскальзывания определяется по значению ко-
эффициента трения между ведущими колесами и поверхностью.
Рассмотрим движение автомобиля, когда между задними 
(ведомыми) колесами и поверхностью существует проскальзы-
вание и F f N2 2 2= . В качестве примера примем f2 0 2= , . В этом 
случае для ведомого колеса момент пары сил инерции





Глава 3. Динамический анализ движения реальных объектов — инженерные задачи
Получаем следующие уравнения равновесия:
для автомобиля в целом
 2 2 01 2F F R MaC- - - = ;  (3.7)
для ведущего колеса




2 0- + + =дв тp r ;  (3.8)
 







= + + + - + + +
+ + +
е 0 2 2
4 4 2





: ( ) ( ) Ф
Ф r r e2 0= ;
  (3.9)
для ведомого колеса
 - + + =F r M m2 2 22 2 0тp r e .  (3.10)
Решая уравнения (3.7)–(3.10), учитывая F f N2 2 2= , получа-
ем систему уравнений для определения N aC2, .
 
Pc P b c Rh M
m d m
r


























c f r- =2 0) ,
 
2 2








R f N M m
r
aC














ние ведущих колес без проскальзывания).
Расчет для «Тойота-Камри»:
 
19 257 2 0 2 196 4 8 100 1 2 2 5
1965 0 7 40 2 49 0 2
Ч + Ч Ч + Ч - Ч +
+ Ч + Ч Ч -
, , ,











- - Ч - + Ч Ч =
, ,
, ( , )N aC .
Получаем aC = 0 19,  м/с 2, N 2 4282 4= , Н , по формуле (3.2) 
F1 1093 1= , Н .
Выражение (3.5) пересчитываем с учетом M J mz2 2 2 2 22 2Ф = =e r e :
 
- - + + + + +
+ + + +
Pb P b c N b c Rh
m a d m a r m
r










( ) ( )
r
r e = 0 .











































































































0 19і = =
,
,
,  практически не изменился, ког-
да качение колес проходило без проскальзывания.
Рассмотрим проскальзывание ведущих колес F f N1 1 1= . Си-
стема уравнений имеет вид
 2 2 01 2F F R MaC- - - = .  (3.11)
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m Pb P b c N b c Rh d





= - - + + + + + +
+ + +
е 0 2 2
4 2 2









2 0e = .
  (3.12)
Уравнение относительного вращательного движения веду-
щего колеса
 F r M M m1 2 22 2 0+ - + =тp дв r e .   (3.13)
Уравнение для ведомого колеса




2 0тр r .  (3.14)
Решая уравнения (3.11)–(3.14) с учетом F f N1 1 1= , получаем 
систему двух уравнений для определения N aC1,














Pb P b c Rh M M m d m
r




2 2 2 2 2( ) дв тp
r
2 01 1N b c f r( ) ;+ - =
 2
2























і . В качестве примера возьмем f1 0 20= , . Подставляя зна-
чения величин, получаем следующую систему уравнений:
 - + + =55243 2 1395 42 9 52 01, , ,a NC ;
 - - + =150 2004 6 0 4 01, ,a NC .
Решая систему, получаем aC =1 05,  м/с 2, N1 5648 6= ,  Н.
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3.1. Движение автомобиля
Интересно отметить, что принятое значение коэффициен-
та трения скольжения довольно мало отличается от найденного 
при отсутствии проскальзывания ( f1 0 19і , ) и полученное зна-
чение ускорения aC =1 05,  м/с 2 достаточно близко к найденно-
му без скольжения aC =1 01,  м/с 2. Коэффициент трения между 
ведомыми колесами в этом случае также невелик, f2 0 009і , , 
и основную роль играет трение между ведущими колесами и по-
верхностью дорожного покрытия.
Приведенные расчеты представляют не только теоретиче-
ский интерес, но и имеют некоторое практическое применение 
в части возможной потери устойчивости (определение ускоре-
ния) при ускоренном подъеме и замедленном опускании авто-
мобиля по наклонной плоскости.
Рассмотрим определение ускорения, при котором возможно 























Составляя сумму моментов относительно точки A, получаем
 mA =е 0 :
 
- + + - + + + +
+
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Подставляя значения сил инерции, получаем уравнение для 
определения ускорения
 
a m d m
r
r





















= - + +
r
a a a(cos sin ) [cos ( c r) sin ].- 2 a
Значение ускорения существенно зависит от угла α. Напри-
мер, при α = 60 aC =11 2,  м/с 2, при α = 75, aC = 0 6,  м/с 2.
Потеря устойчивости (опрокидывание) может иметь место 


















Составляя сумму моментов относительно точки В, получаем
 mB =е 0 .
 
+ - - + + - -
- -
P c P d P r P b c m a d
m a r m
C
C









Уравнение для определения ускорения
 
a m d m
r
r





















= - + +
r
a a a(cos sin ) [cos ( c r) sin ].- 2 a
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В этом случае ускорение также зависит от угла α, при α = 60 
aC = 5 6,  м/с 2.
Опасность потери устойчивости (опрокидывания) подстере-
гает автомобиль в верхней точке моста при равномерном дви-








Так, если автомобиль заменить материальной точкой, то при 
V g2 /r =  в верхней точке моста произойдет опрокидывание ав-
томобиля. При V = 90  км/ч и r = 62 5,  м произойдет опрокиды-
вание автомобиля.




 Fst =е 0 ;
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3.2. Качение колеса по криволинейной поверхности,  
влияние неровности дороги
Колесо весом G движется с постоянной скоростью V вдоль 
горизонтальной оси x (рис. 3.5). Какое влияние на давление 
между колесом и дорогой окажет небольшое углубление на пути 


















Примем, что обод колеса и дорога абсолютно жесткие, P

 — 
сила создаваемая пружиной, прижимающая колесо к дороге.
При попадании колеса в углубление возникает вертикаль-
ное ускорение y .









































3.2. Качение колеса по криволинейной поверхности, влияние неровности дороги 
















Используем принцип Даламбера и составим сумму проек-
ций сил на ось OY:
 YS =е 0 ; - - + + =G P R yФ 0 ;
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Можно найти скорость V, когда колесо будет следовать 





V < . 
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Пусть d = 0 5,  см; l =100  см; V = 30  м/с;
 R P G P Gmax
,









ч = + +1
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Полученный результат свидетельствует о том, что макси-
мальное давление существенно увеличивается вследствие даже 
небольшого опущения дороги d = 0 5,  см.
Для уменьшения максимального давления можно рекомен-
довать следующее:
1) уменьшить вес колес; 2) установить рессоры между осями 
колес и корпусом; 3) установить на колесо упругий обод и уве-
личить упругость дороги.
3.3. Лебедка для подъема груза.  
Определение ускорения груза, динамических реакций
Для вертикального перемещения груза 1 (рис. 3.6) исполь-
зуется грузоподъемное устройство (лебедка). Горизонталь-
ный вал 2 с насаженным барабаном 3 приводится в движение 
посредством ременной передачи, которая соединяет барабан 
со шкивом 4, соединенным с валом двигателя. Масса груза 1 
m1 , масса вала 2 m2 , его радиус R2  (вал — однородный кру-
глый цилиндр), масса барабана 3 m3 , его радиус R3  (однород-
ный круглый диск), масса шкива 4 m4 , радиус R4  (однородный 
круглый диск). М вр  — вращающий момент двигателя; l1, l2, l3, 
l4, l5, l6 — известные геометрические размеры; 5, 6 — ведущая 
и ведомая ветви ремня, причем натяжение ведущей ветви в два 
раза больше натяжения ведомой (устанавливается эксперимен-
тально и может иметь другое значение); a a1 2, – углы наклона 
ведущей и ведомой ветвей ремня; h1  — высота подъема груза 1.
Для инженерных задач представляет большой практический 
интерес:
1) рассмотрение режимов подъема и опускания груза;
2) анализ равномерного и неравномерного движения груза;
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3) движение груза при внезапном защемлении верхнего кон-
ца каната и дальнейшем опускании груза;
4) определение реакции подшипников, определяющей их 


























Рассмотрим режим подъема (рис. 3.7).




















; ; ; .w w
w
w
w= = = =
Покажем силы инерции для вала с барабаном 3 (рис. 3.8, а) 
и шкива (3.8, б):











Ф = = =e ;
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(1 — барабан; 2 — шкив)
Рассмотрим вал с барабаном и составим сумму моментов от-
носительно оси Ay: 
 my =е 0;  PR T R T R Ф R M M1 2 1 3 2 3 1 2 3 0- + + + + =2Ф Ф .
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Учтем, что T T1 22= , и подставим значение сил инерции
 PR T R m a R m a R m R
R
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 P T R
R


























ч = .   (3.15)
Рассмотрим шкив (рис. 3.8, б), составим сумму моментов от-
носительно оси СY
 my =е 0;  - + ў - ў + =M T R T R Mвр Ф1 4 2 4 4 0.
С учетом значения сил инерции получаем





ч =M T R m
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1 .   (3.16)
Решая совместно (3.15), (3.16) и вводя обозначения
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При равномерном подъеме груза его ускорение a1 0= . В этом 











Определение динамических опорных реакций подшипни-
ков состоит в следующем.
Рассмотрим вал с барабаном и составим уравнения равно-
весия:
 XS =е 0 . A T T B1 1 1 2 2 1 0+ + + =cos cos ;a a    (3.17)
ZS =е 0 . A P P P T T B3 1 2 3 1 1 2 2 3 1 0- - - + - + - =sin sin ;a a Ф   (3.18)
mx Pl P l l P l l l T l l l
T
= - - + - + + + + + -
-
е 0 1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 1 1 2 3
2
. ( ) ( ) sin ( )
si
a
n ( ) ( ) ;a2 1 2 3 3 1 2 3 4 1 1 0l l l B l l l l l+ + + + + + - =Ф
 (3.19)
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m T l l l T l l l
B l l l l
z = - + + - + + -
- + + +
е 0 1 1 1 2 3 2 2 1 2 3
1 1 2 3 4





Из уравнений (3.17)–(3.20) определяются динамические ре-
акции A A B B1 3 1 3, , , ,  которые можно сравнить с их статически-
ми значениями.
Режим опускания груза (рис. 3.9) состоит в следующем.
Введем обозначение M MCвр = , где MС  — момент двигате-
ля, и сохраним T T1 22= .
Рассмотрим движение вала с барабаном (рис. 3.9, а):
 my =е 0;  PR T R T R Ф R M M1 2 1 3 2 3 1 2 2 3 0- + - - - =Ф Ф ;
    PR T R T R m a R m a R m R
R













ч = .   (3.21)
Рассмотрим движение шкива (рис. 3.9, б):
 m M T R T R My = - + - - =е 0 01 4 2 4 4; ;сопр Ф






























0.   (3.22)
Введем обозначения из уравнений (3.21), (3.22)




= - сопр ;
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При неравномерном опускании груза из выражения (3.21) 
находим натяжение ветвей ремня.











































, то реакция T2 0= , где Т2 — яв-
ление вибрации.
Рассмотрим реакции при опускании груза и защемлении 
верхнего конца каната.
При опускании груза со скоростью V и защемлении верхне-
го конца каната максимальное натяжение троса, удерживаю-
щего груз, составит
 F m g V Cmmax = +1 1 ,
где С — коэффициент жесткости каната.














 K Д » 20 .
Рассмотрим определение опорных реакций при равномер-
ном опускании груза и T T1 22=  (рис. 3.10).
Уравнение равновесия:
 XS =е 0;  A T T B1 1 1 2 2 1 0+ + + =cos cos ;a a
 YS єе 0;
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 ZS =е 0;  A F P P T T B3 2 3 1 1 2 2 3 0- - - + - + =max sin sin ;a a
 
m F l P l l P l l l
T l l l T
x = - - + - + + +
+ + + -
е 0 1 2 1 2 3 1 2 3
1 1 1 2 3 2
; ( ) ( )
sin ( )
max
a sin ( )
( ) ;
a2 1 2 3
3 1 2 3 4 0
l l l
B l l l l
+ + +
+ + + + =
 my =е 0;  F R T R T Rmax ;2 1 3 2 3 0- + =    (3.23)
 
m T l l l T l l l
B l l l l
z = - + + - + + -
- + + +
е 0 1 1 1 2 3 2 2 1 2 3
1 1 2 3 4































= max . 
Динамическое натяжение ветви ремня в 20 раз больше стати-
ческого.
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Выполним числовые расчеты.
Пусть l1 0 3= ,  м; l2 0 2= ,  м; l3 0 1= ,  м; l4 0 4= ,  м; l5 0 2= ,  м; 
l6 0 2= ,  м; R2 0 1= ,  м; R3 0 2= ,  м; R4 0 15= ,  м.
Значения массы следующие:
m1 1000=  кг; m R l2 22 2 33 14 0 1 0 6 8 10 150 7= = Ч Ч Ч Ч =p r , ( , ) , ,  кг;
m R b3 3
2 2 33 14 0 2 0 08 8 10 80 3= = Ч Ч Ч Ч =p r , ( , ) , ,  кг;
m R b4 4
2 2 33 14 0 15 0 08 8 10 45 2= = Ч Ч Ч Ч =p r , ( , ) , ,  кг.
Приведенная масса




















, , ( , , )
,
,
6 4,  кг.
Равномерное вращение
 M вр = Ч Ч
Ч
=1000 9 8





 Н · м.
Для подъема с ускорением принимаем M вр = 950  Н · м.
Обобщенная сила




0 1 0 15
1000 9 8 2866 7
,
, ,
















0 5 45 2
0 2
0 1





, ,  Н.
Натяжение ведущей ветви
 T T1 22 12471 2= = ,  Н.
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Статистические усилия
 T2 1000 9 8
0 1
0 2
4900ст Н= Ч Ч =,
,
,
; T T1 22 9800ст ст= =  Н.
Определим опорные реакции
 P1 9800= Н ; P2 1476 9= , Н ; P3 786 9= , Н ; Ф Н1 2160= .
Динамические реакции:
 A1 36 96 10= - Ч, Н ; A3 38 62 10= Ч, Н ;
 B1 310 5 10= - Ч, Н ; B3 33 54 10= Ч, Н .
Реакции при равномерном движении:
 A1 35 52 10ст Н= - Ч, ; A3 37 27 10ст Н= Ч, ;
 B1 38 28 10ст Н= - Ч, ; B3 33 16 10ст Н= Ч, .
Полные реакции:
динамические
 RA = + Ч = Ч48 44 74 30 10 11 07 103 3, , , H ;
 RB = + Ч = Ч = Ч110 25 12 53 10 122 78 10 11 08 103 3 3, , , , H .
статические
 RAст = + Ч = Ч = Ч30 47 52 85 10 83 32 10 9 13 103 3 3, , , , H ;
 RBст = + Ч = Ч = Ч68 56 9 98 10 78 55 10 8 86 103 3 3, , , , H .
Коэффициенты динамичности (отношение динамических 
нагрузок к статическим):
К ТД ( ) ,=1 27 ; К AД( ) ,1 1 26= ; К AД( ) ,3 1 18= ; 
К BД( ) ,1 1 27= ; К BД( ) ,3 1 12= .
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Для определения режима опускания груза принимаем 
MC = Ч565 Н м .
Обобщенная сила
 Q P M R
R RC
























0 5 45 2 2 6 94 4080 3= + Ч Ч Ч =
,
, , , , Н ;
 T T1 22 8160 6= = , Н .
Статические усилия
 T2 4900ст = Н ; T1 9800ст Н= .
Анализ результатов приводит к следующим выводам:
1) статические нагрузки определяются равномерным дви-
жением и не зависят от режимов подъема или опускания 
груза;
2) при ускоренном опускании груза все динамические реак-
ции (натяжение ремня, реакции подшипников) меньше 
статических. В частности, если ускорение груза при опу-
скании а1 = 7,9 м/с2 (0,8g), то натяжение ветвей ремня бу-
дет равно нулю (Т2 = 0, Т1 = 0).
В табл. 3.1 приведены значения динамических и статических 
реакций подшипников при подъеме и опускании груза и при 
равномерном движении.
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Таблица 3.1
Значения реакций подшипников
Реакции, Н Динамические Равномерное движениеподъем опускание
A1 - Ч6 96 103, - Ч4 28 103, - Ч Ч5 5 2 103,
A3 8 62 103, Ч 6 22 103, Ч 7 27 103, Ч
B1 - Ч10 5 103, - Ч6 42 103, - Ч8 28 103,
B3 3 54 103, Ч 2 88 103, Ч 3 16 103, Ч
Полученные значения динамических реакций в дальнейшем 
используются для расчетов прочности.
3.4. Динамический расчет редуктора
Редукторы используются в приводах различных машин и ме-
ханизмов для изменения крутящих моментов и частоты вра-
щения, как правило, для уменьшения угловой скорости и уве-
личения вращающего момента на ведомом валу по сравнению 
с ведущим.
Рассмотрим горизонтальный двухступенчатый цилиндриче-
ский редуктор (рис. 3.11).
При расчете задаем величины: М дв  — момент двигателя; 
М р  — рабочий момент; Z Z Z Z1 2 3 4, , ,  — число зубьев; m mТ Б, – 
модули тихоходной и быстроходной ступеней; b bT Б, – ширина 
колес тихоходной и быстроходной ступеней.
Найти угловое ускорение ведомого вала e4 .
В результате кинематического анализа устанавливаем связь 



















































(1 — шестерня; 2 — зубчатое колесо первой ступени; 3 — шестерня;  
4 — колесо второй ступени)
При использовании принципа Даламбера механизм расчле-
няем на отдельные тела и рассматриваем движение каждого тела 
отдельно, добавляя к каждому телу силы инерции.












(1 — шестерня первой ступени)
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Силы инерции приводятся к паре сил с моментом
















Ф = = =e e e .
Составляя сумму моментов относительно оси Oy, получаем




















ч =e .   (3.24)
Определим для промежуточного вала (рис. 3.13) момент пар 
сил инерции:
 M J m R R






Ф = =e e ;
 M J m R R
R
m R RZ3 3 3 3 3
2 4
3















Рис. 3.13. Промежуточный вал редуктора
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Сумма моментов относительно оси Oy составит
 my =е 0 ; F R F R M M3 3 2 2 2 3 0- + + =Ф Ф ;


































0e e ,   (3.25)
причем F F1 2= .











Момент пары сил инерции составляет
 M J m RZ4 4 4 4 42 4
1
2
Ф = =e e .  (3.26)
Сумма моментов относительно оси Oy








0- - =Р e ,  (3.27)
причем F F4 3= .
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В уравнениях (3.24)–(3.26) неизвестные величины F F1 3 4, ,e
. Решая эту систему уравнений, получаем выражение для угло-











( ) ( )m m
R
R

















= -e дв Р .  (3.28)
При равномерном вращении







Отметим, из уравнения (3.24) можно найти касательное уси-
лие F1 , из уравнения (3.27) — F4 , а уравнение (3.25) использо-
вать для проверки правильности решения.
Замечание.
Для определения углового ускорения можно воспользовать-







где T  — кинетическая энергия системы; N Nl i,  — мощность 
внешних и внутренних сил, причем NSiе = 0 .
Для рассматриваемого редуктора кинетическая энергия
























2w w w w wпр ,
где Jпр — приведенный момент инерции, 
 J m m R
R





















2( ) ( ) .
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Мощность внешних сил
 N M M QSeе = - =дв Pw w w1 4 4 ,

















( ) ( )m m
R
R

















= -e дв P .
Результат совпал с уравнением (3.28).
Несмотря на некоторую «громоздкость» принципа Далам-
бера, при проведении инженерных расчетов он находит очень 
широкое применение. При использовании принципа уравне-
ния движения записываются в форме хорошо знакомых урав-
нений равновесия; принцип позволяет определять динамиче-
ские реакции, которые необходимы для прочностных расчетов.
В качестве примера рассмотрим горизонтальный редуктор 
PM500 со следующими исходными данными.
Первая ступень: Z Z m1 213 86 4= = =; ;  мм; 
ширина колес b1 80=  мм.
Получаем
 R mZ1 12
26= =  мм; R mZ2 22
172= =  мм; 
 m R b1 12 1 1 4= =p r ,  кг; m2 59 4= ,  кг.
Вторая ступень: Z Z m3 414 85 6= = =; ;  мм; b2 120=  мм.
Получаем
 R3 42=  мм; R4 255=  мм; m3 5 3= ,  кг; m4 196=  кг.
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Момент на тихоходном валу MP Н м= Ч5200 .
Принимаем M дв Н м= Ч195 , ў = ЧM дв Н м162 5, .
Для M дв Н м= Ч195  с использованием выражения (3.28) 
получаем e4 66 3= ,  рад/с 2; для ў = ЧM дв Н м162 5,  получаем 
e ' ,4 33 2=  рад/с 2. На рис. 3.15 показана зависимость углового 





, где M дв.ст  — момент двига-










Используя выражение (3.27), находим касательное усилие 
F4  на ведомом зубчатом колесе 4 (см. рис. 3.11)
 M дв =195  Н · м; F4 322 1 10= Ч,  Н;
 M дв =162 5,  Н · м; ў = ЧF4 321 23 10,  Н.
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Учитывая, что при равномерном вращении F4 320 4 10= Ч,  Н, 
определяем коэффициент динамичности


















На рис 3.16 показана зависимость коэффициента динамич-








С использованием выражения (3.28) определяем динамиче-
ское усилие на ведущей шестерне
 M дв =195  Н · м; F1 37 452 10= Ч,  Н;
 M дв =162 5,  Н · м; ў= ЧF1 37 476 10,  Н.
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Отметим, что при равномерном вращении ( e4 0= ) усилие 
F1
37 5 10= Ч,  Н и коэффициент динамичности несколько мень-
ше единицы (K Д » 0 99, ), что соответствует, например, харак-
теру динамической реакции при ускоренном опускании груза 
на платформе (явление невесомости).
Замечания.
1. В данном примере моменты инерции зубчатых колес вы-










Существующие программные продукты, например ANSYS, по-
зволяют точно вычислять моменты инерции тел сложной фор-
мы. Представляет несомненный интерес точное вычисление 
моментов инерции зубчатых колес и оценка влияния погреш-
ности вычисления на точность результатов.
2. Полезно вычислить моменты инерции валов, на которые 
насажены зубчатые колеса, и оценить влияние этих массовых 
характеристик на точность результатов.
3. Полезно проанализировать различные динамические ре-
жимы работы редукторов (влияние частоты переходных про-
цессов на долговечность основных деталей редуктора).
3.5. Пружинный колодочный тормоз. Определение времени 
торможения и числа оборотов при торможении
Тормоза находят широкое применение в технике. Например, 
в краностроении тормоза используются в механизмах подъема 
груза и передвижения кранов и тележек. Наибольшее распро-
странение для торможения крановых механизмов получили 
колодочные тормоза, момент торможения которых не меняет-
ся с течением времени. В других областях техники, например, 
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для быстрого торможения больших маховиков применяются 
электрические тормоза, момент сопротивления которых зави-
сит от угловой скорости вращения.














На рисунке показано: T  — тормозное усилие, создаваемое 
колодками на поверхности трения; N  — нормальная реакция 
колодки; MT  – тормозной момент, принимаемый постоянным.
Рассмотрим вращение шкива и используем принцип Далам-
бера, добавим пару сил инерции с моментом:
 M J J d
dt2
Ф = =e w .
Согласно принципу Даламбера
 mzе = 0 ; - - =M MT zФ 0 ;
 - - =M J d
dtT
w
0 .  (3.29)
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Пусть маховик в рассматриваемый момент времени имел 
угловую скорость w0 . Определить, через какой промежуток вре-
мени остановится маховик и число оборотов, которое маховик 
сделает за этот промежуток времени.
Разделяя переменные в уравнении (3.29) d M
J
dtTw = -  и ин-












Для определения числа оборотов до остановки воспользу-
емся заменой








Разделяя переменные w w jd M
J










0т т= - , учитывая j p= 2 N , получаем число оборо-










Выполним расчет электрического тормоза.
Электрический тормоз состоит из двух диаметрально распо-
ложенных полюсов, несущих обмотку, питаемую постоянным 
током. Токи, индуцируемые в массе маховика при его движе-
нии мимо полюсов, создают тормозящий моментMT , пропор-
циональный скорости на ободе маховика M K DT = 2
w , где K  — 
коэффициент, зависящий от магнитного потока и размеров 
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Глава 3. Динамический анализ движения реальных объектов — инженерные задачи
маховика. Через какой промежуток времени остановится ма-
ховик, вращающийся с угловой скоростью — w0  и сколько обо-
ротов сделает маховик за это время?











где M J J d
dtZ
Ф = =e
w . Момент M 2  от трения в подшипниках мож-
но считать постоянным; D  — диаметр маховика; J – момент 
инерции его относительно оси вращения.











































Воспользовавшись заменой в уравнении (3.30), получаем

























= -т т .
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3.6. Движение вагона на закруглении железнодорожного пути
Получаем число оборотов до остановки маховика (с учетом 



























Замечание. Представляет практический интерес проведе-
ние инженерного анализа и установление зависимостей най-
денных величин T N,( )  от основных параметров K D M, , ,2 0w .
3.6. Движение вагона на закруглении железнодорожного пути
Определим, какова должна быть величина возвышения e на-
ружного рельса на закруглении железнодорожного пути ра- 
диуса r , чтобы вагон, едущий со скоростью V по этому закру-
глению, оказывал одинаковое давление на оба рельса, рассто-











Глава 3. Динамический анализ движения реальных объектов — инженерные задачи
Рассмотрим движение вагона, на который действует силы   
G N N, ,1 2 , и добавим силу инерции 

Ф . При равномерном дви-







. Реакции на оба рель-
са будут равны тогда, когда равнодействующая сил 














Необходимое возвышение e b= sinq . На обычных железно-
дорожных путях угол q  бывает очень небольшим, так что для 
него можно принять sin tgq q= . В таком случае найдем величи-
ну возвышения









Эти выражения можно также применять для определения 
возвышения на закругленных безрельсовых дорогах.
3.7. Равномерное вращение кольца
Определить окружное растягивающее усилие N Н м/[ ]  
на единицу длины кольца, возникающее в равномерно враща-
ющемся круглом кольце с одинаковым поперечным сечением 
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3.7. Равномерное вращение кольца
S  и средним радиусом r  (рис. 3.19, а), если линейная скорость 
точек кольца равна V.









Пусть весом единицы длины кольца будет q Н м/[ ]  — ин-
тенсивность силы тяжести (единица длины в тангенциальном 
и осевом направлениях). В таком случае интенсивность равно-
мерно распределенной силы инерции (нормальной составля-






и направлена вдоль радиуса от центра кольца (рис. 3.19, а).






. Оно уравновешивается силами N , растягивающими ма-
териал кольца в направлении, перпендикулярном образующей. 







2 2Ч =  (рис. 3.19, б), которое получено с по-
мощью принципа Даламбера для части кольца. Отсюда окруж-
ное растягивающее усилие на единицу длины кольца 













Глава 3. Динамический анализ движения реальных объектов — инженерные задачи
Если S [м ]2  — толщина стенки кольца для единицы длины 
в осевом направлении, являющаяся площадью поперечного се-
чения, то соответствующее растягивающее напряжение








где γ — вес единицы объема материала кольца, Н/м 3, g = q
S
.
Из полученного выражения следует, что напряжение во вра-
щающемся кольце увеличивается пропорционально квадрату 
линейной скорости. Напряжение, вызванное силами инерции, 
имеет большое значение при конструировании высокоскорост-
ных машин.
Зная ориентировочные значения допускаемых напряжений 
(например, сталь углеродистая, конструкционная в машиностро-
ении [s ] = 60,0…250,0 МПа; сталь легированная, конструкци-
онная в машиностроении [s ] = 100,0…400,0 и выше), можно 
определить предельную линейную скорость точек кольца. Учи-
тывая, что V r= w , можно расширить анализ и определить пре-
дельную угловую скорость вращения с учетом радиуса кольца.
Авторы надеются, что изложение теоретической части мето-
да, разработанные примеры показывают эффективность при-
менения принципа Даламбера для анализа движения меха-
нических систем с одной и несколькими степенями свободы. 
Приведенные решения инженерных задач будут полезны при 
выполнении многочисленных динамических расчетов, будут 
полезны при конструировании новых механизмов и машин.
Авторы благодарны научному редактору Т. В. Дружининой, 
надеются, что пособие будет полезно читателям, и с благодар-




1. Как направлена сила инерции материальной точки, дви-
жущейся прямолинейно и замедленно?
2. Как направлена сила инерции материальной точки при 
равномерном движении по криволинейной траектории?
3. К какому простейшему виду приводятся силы инерции 
точек твердого тела?
4. Чему равны главный вектор и главный момент сил инер-
ции для различных видов движения твердого тела?
5. С каким ускорением должен двигаться лифт вниз, чтобы 
человек находящийся в нем, не оказывал давления на пол, 
т. е. был в состоянии невесомости?
6. Как формируется принцип Даламбера для механической 
системы?
7. Учитываются ли внутренние силы в принципе Даламбе-
ра для механической системы?
8. На какие колеса (передние или задние) оказывает боль-
шее давление автомобиль:
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